Equations produit nul M.Rolet

1 Principe fondamental

1.1 La régle du produit nul

Propriété 1 (Regle du produit nul). Un produit de facteurs est nul si et seulement si au moins
un des facteurs est nul.
Autrement dit, pour deux nombres réels A et B :

AxB=0<=A=00uB=0
Remarque 1. Cette propriété se généralise a un nombre quelconque de facteurs :
AXxBxC=0«<=A=00uB=00uC=0

Exemple 1. e 3x0=0 (le deuzieme facteur est nul)
e 0 x (=5) =0 (le premier facteur est nul)
o 4 x2=8%#0 (aucun facteur n’est nul)

1.2 Principe de résolution

Méthode 1 (Résoudre une équation produit). Pour résoudre une équation de la forme Ax B =10 :
1. Identifier les deux facteurs A et B
2. Résoudre séparément A =0 et B=0

3. L’ensemble des solutions est la réunion des solutions de chaque équation

Exemple 2. Résoudre (x — 2)(x +5) =0
Solution :
Un produit est nul si et seulement si ['un des facteurs est nul.
Donc:z—2=0o0uxz+5=0
rT=20uxr=-—5
L’ensemble des solutions est : S = {—5;2}

2 Equations simples

2.1 Equation a deux facteurs

Exemple 3. Résoudre les équations suivantes :
1) (x—3)(z+1)=0
r—3=0o0ux+1=0
r=3ouxr=—1
S={-1;3}

2) 2z +6)(r—4)=0
2c+6=0o0ux—4=0

r=-3ouxr=4
S ={-3;4}

3) x(x+7)=0

r=0o0ux+7=0
r=0oux=-7
S ={-7;0}

4) 3z —9)(5z +15) =0
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3t —9=0o0udbxr+15=0
3r =9 ou bx = —15
r=3ouzx=-—3

S ={-3;3}

2.2 Equation a trois facteurs ou plus

Exemple 4. Résoudre les équations suivantes :
1) (z—1)(z+2)(z—5)=0
r—1=0o0ux+2=00uzxz—-5=0
r=1loux=—-2o0uxr=>5
S ={-2;1;5}

2) 2z +4)(x—3)=0
r=0o0u20+4=0o0ur—3=0
r=0o0ux=-20uxr=3

S ={-2:0;3}

3) (z+1)*(z—4)=0
r+1=0o0uzx—4=0
r=—1loux=4

S ={-1;4}

Remarque : Le facteur (x+1) apparait deux fois (au carré), mais cela ne change pas les solutions.

3 Factorisation préalable

3.1 Mise en facteur

Méthode 2. Lorsque I’équation n’est pas directement sous forme de produit, il faut :
1. Tout ramener d’un coté de 'équation (= 0 de l'autre coté)
2. Fuactoriser l’expression obtenue

3. Appliquer la régle du produit nul

Exemple 5. 1) Résoudre z* — 5z =0
Factorisation : x(x —5) =0
r=0o0uzr—-5=0
r=0o0uz=5
S ={0;5}
2) Résoudre 3z + 6z =0
Factorisation : 3z(x +2) =0
3r=0o0uxz+2=0
r=0o0uxr=-2
S ={-2;0}
3) Résoudre (z + 1)(z —2)+ (x +1)(2x+3) =0
Facteur commun : (z + 1)
(x + D[(x —2) + (2z + 3)]
(x+1)Bz+1)=0
r+1=0o0udr+1=0

r=—-—1ouzxr=—-=

el

0
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3.2 Identités remarquables

Propriété 2 (Rappel des identités remarquables).

e a’>— 0= (a—0b)(a+b)
o a’+2ab+b* = (a+0b)?
o a’> —2ab+b? = (a—b)?

Exemple 6. 1) Résoudre z* — 16 =0
Factorisation : x* — 4% = (x —4)(x +4) =0
r—4=0o0ux+4=0
r=4o0uzxr=—-4
S ={—-4;4}

2) Résoudre 4x* — 25 =0
Factorisation : (2x)* — 5% = (22 — 5)(2x +5) =0
2:1:—55:0 0u2x5—|—5:0

r=—-our=——
2 . 2
S=4q—=;=
{ 22
3) Résoudre x> + 6x+ 9 =0
Factorisation : (x +3)> =0

r+3=0
r=-3
S={-3}

4) Résoudre 92° — 12z +4 =0
Factorisation : (3x —2)*> =0
3r—2=0

Tr =

4 Equations du second degré

4.1 Forme générale et discriminant

Définition 1. Une équation du second degré est une équation de la forme :
az® +br +c=0
ot a, b et ¢ sont des nombres réels avec a # 0.
Propriété 3 (Discriminant). On appelle discriminant de [’équation ax? + bz + ¢ = 0 le nombre :
A =b* — dac
Le nombre de solutions dépend du signe de A :

e ST A >0 : deuz solutions distinctes

_—b—VA —b+ VA

- Y7 ot —
e 2a @ 2a
e ST A =0 : une solution double b
o = %

e S1 A <0 : aucune solution réelle
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4.2 Reésolution par discriminant

Méthode 3 (Résoudre ax? + bx +c=0). 1. Identifiera, b et c
2. Calculer A = b* — 4ac
3. Etudier le signe de A

4. Appliquer les formules correspondantes

Exemple 7. 1) Résoudre 2> —5x+6 =10
a=1,b=-5¢=6
A=(-52?-4x1x6=25-24=1>0
Deux solutions : 541

xlzT:2 etxng:3

S ={2;3}

2) Résoudre 20> — 8r +8 =0

a=2,b=-8,c=28

A=(-8—-4x2x8=64—64=0

Une solgtz’on :

TS T

S ={2}

3) Résoudre x> +z +1 =10
a=1,b=1,c=1
A=12—-4x1x1=1-4=-3<0
Aucune solution réelle.

S =1

4) Résoudre —32* + 62 +9 =0
a=-3,b=6,c=9
A=6>—4x(-3)x9=36+108=144>0

VA =12
—-6—-12 —18 5
T1 = —= =
1 5 —
—6+12 6
1’2 = = — = —]_
—6 —6
S ={-1;3}

4.3 Factorisation d’un triné6me
Propriété 4. Si ax? + bx + ¢ = 0 admet deuz solutions x; et x5 (c’est-a-dire A > 0), alors :
az® +bx +c = a(z — 1) (2 — 3)

Exemple 8. Factoriser x? — 5x + 6
On résout d’abord x*> — 5z +6 =0 :
A=25—-24=1,doncx; =2 etxyg =23
Factorisation : z* — 5z + 6 = (x — 2)(z — 3)
On peut vérifier : (x —2)(x —3) =2 —3x —20+6=2>—-52+6 vV

5 Equations se ramenant & un produit nul

5.1 Equations avec fractions

A
Méthode 4. Pour résoudre une équation de la forme 5= 0:
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1. Une fraction est nulle si et seulement si son numérateur est nul et son dénominateur non
nul

2. Résoudre A =0

3. Vérifier que les solutions ne annulent pas B

r—3
E le 9. 1) Résoud =0
xemple ) Résoudre P

Le numérateur doit étre nul : x — 3 =0, donc x = 3
Vérification : pour x = 3, le dénominateur vaut 3+2=5# 0V

S ={3}

. (x—1)(z+5)

d —

2) Résoudre Y- 0
Le numérateur doit étre nul : (x — 1)(x +5) =0
r=1ouzr=-5
Vérifications :
e Pour x =1 : dénominateur = 2(1) —6=—-4#0v
e Pour x = =5 : dénominateur = 2(—5) —6=—16#0 v/
S ={-51}

2
—14
3) Résoudre ’ —5 = 0

Le numérateur doit étre nul : x> —4 =0
(x—=2)(x+2)=0

r=2ouxr=-2

Vérifications :

o Pour x =2 : dénominateur = 2 —2 =0 X (valeur interdite)
e Pour x = —2 : dénominateur = -2 —2=—-4#0V/
S ={-2}

5.2 Equations avec racines carrées

Méthode 5. Pour résoudre une équation contenant VA :
1. Isoler la racine carrée si possible
2. Elever au carré les deux membres (avec précautions)
3. Résoudre l’équation obtenue

4. Vérifier les solutions dans [’équation initiale

Exemple 10. 1) Résoudre /x =3
En élevant au carré : © =9
Vérification : VI=3v
S ={9}
2) Résoudre \/2x +1 =2 —1
Condition :2x+1>0etx—1>0, doncx >1
En élevant au carré : 2x +1 = (z — 1)?
2r+1=2>—-2x+1
22 —4x =0
z(x—4)=0
r=0oux=4
Vérifications :
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e x =0 : ne vérifie pas la condition v > 1 X
er=4:2x44+1=/9=3¢etd—1=3v
S ={4}

6 Applications

6.1 Problémes géométriques

Application 1. Exercice 1 : Un rectangle a pour longueur x + 5 et pour largeur x — 2. Son aire
vaut 24 cm? Déterminer x.

Solution :

Aire = longueur x largeur

(x+5)(r—2) =24

22 — 22+ 5 — 10 =24

22 +3x—10=24

22 +31r—-34=0

A=9+136=145>0

-3 — V145

= N —7,5 (impossible car x > 2)
-3+ V145

vy = VI 45

r~45 cm

6.2 Problémes d’age

Application 2. Exercice 2 : Le produit de l’dge de Paul et de son dge dans 4 ans est égal a 60.
Quel est l’dge de Paul ?

Solution :

Soit x l’dge actuel de Paul.

z(x+4) =60

22 + 42 = 60

22 + 42 — 60 =0

A =16 + 240 = 256 = 16>

T = % = —10 (impossible)

—4+16
gj‘2:—:

6

Paul a 6 ans.

6.3 Problémes de trajectoire

Application 3. Exercice 3 : La hauteur h(t) (en métres) d’une balle lancée en 'air est donnée

par :
h(t) = —5t* + 20t + 1

ou t est le temps en secondes.
A quels instants la balle se trouve-t-elle & 16 m de hauteur ?
Solution :
On résout h(t) = 16 :
—5t* + 20t + 1 =16
—5t2 +20t — 15 =0
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On divise par —5 : 12 —4t+3 =0
A=16—-12=14
4—2

lh=——=1s

=5 =3s

La balle est a 16 m at =1 s (en montant) et at =3 s (en descendant).

7 Tableaux de signes

7.1 Signe d’un produit

Méthode 6. Pour étudier le signe de (x — a)(z — b) avec a < b :

1. Déterminer les racines (valeurs qui annulent le produit)

2. Faire un tableau de signes

3. Le signe du produit est déterminé par la régle des signes

Exemple 11. Etudier le signe de (x — 2)(x + 3)

Racines : x =2 et v = —3
x —00 -3 2 +00
T —2 - - 0 +
r+3 - 0 + +
(x —2)(x +3) + 0 — 0 +
(x —2)(z+3) > 0 pour x €] — o0; —3[U]2; +00]
(x —2)(z+3) <0 pour x €] — 3;2]
8 Résumé des méthodes
Type d’équation Méthode Exemple
AB =0 A=0o0uB=0 |(z—1)(z+2)=0
22 —a*=0 (r—a)(x+a)=0 2 —9=0
ax? +bxr +c=0 Discriminant A 22 —5x+6=0
A x—3
3 0 0e # 0 P 0
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Formulaire du second degré :

ax’ +br+c=0

Discriminant A = b — 4ac

—b— VA
— et

b+ VA

A —
>0 1 %a T %
—b
A p— 0 = —_——
o0 2a
A <0 Pas de solution réelle




