Suites arithmétiques et géométriques M.Rolet

1 Généralités sur les suites

1.1 Définition d’une suite

Définition 1. Une suite numérique est une fonction définie sur N (ou une partie de N) a valeurs
dans R.
On note (uy,) ou (U, )nen une suite, ot u, représente le terme de rang n.
Exemple 1. — (u,) définie paru, =2n+1 :ug=1,u; =3, up =5, u3 =7, ...
— (v,) définie par v, =3" :vg =1, v1 =3, 19 =9, v3 =27, ...

1.2 Modes de définition

Définition 2 (Forme explicite). La suite (u,) est définie par une formule explicite si on peut
calculer directement u,, en fonction de n.
Ezxemple : u, =3n —5
Définition 3 (Forme par récurrence). La suite (u,,) est définie par récurrence si on donne :
— Le premier terme uy (ou uy)
— Une relation de récurrence : u,1 = f(uy)
Uy = 2
Ezxemple : 0
Upt1 = 2Uy + 1

1.3 Sens de variation

Définition 4. Une suite (u,,) est :
— C'roissante si pour tout n € N : u, 1 > u,
— Strictement croissante si pour tout n € N : uyq > uy,
— Décroissante si pour toutn € N : u, 1 < up,
— Strictement décroissante si pour tout n € N : u, 1 < u,
— Constante si pour toutn € N : u,, 1 = uy,
Méthode 1 (Etudier le sens de variation). Pour étudier le sens de variation d’une suite (u,) :

1. Calculer upyq — uy, et étudier son signe
Unp+1

2. Ou calculer (st u, > 0) et comparer o 1

n

3. Ou étudier la fonction f telle que u, = f(n)

2 Suites arithmétiques

2.1 Deéfinition et propriétés

Définition 5. Une suite (u,) est dite arithmétique s’il existe un nombre réel r, appelé raison, tel
que pour tout n € N :
Upt1 = Uy + 7T
Autrement dit : on passe d’un terme au suivant en ajoutant toujours le méme nombre r.

Exemple 2. 1) La suite (u,) définie par ug = 3 et upy1 = u, + 5 est arithmétique de raison r = 5.
Les premiers termes sont : 3,8,13,18,23, ...
2) La suite (v,) définie par v, = 2n — 1 est arithmétique de raison r = 2.
Les premiers termes sont : —1,1,3,5,7, ...
3) La suite constante (w,) avec w, =7 est arithmétique de raison r = 0.

1
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2.2 Terme général

Propriété 1 (Expression du terme général). Si (u,) est une suite arithmétique de premier terme ug
et de raison r, alors :
Uy = Ug + N7

Plus généralement, pour tout p € N :

Up = Up + (0 — p)T

Exemple 3. La suite (u,) est arithmétique avec ug =7 et r = —3.
Calculer uyy et usg.
Solution :
UlOZUO+10T:7+1OX (—3):7—30:—23
Uso = 1o + 50r = 7450 x (—3) =7 — 150 = —143

2.3 Sens de variation

Propriété 2. Une suite arithmétique de raison r est :
— Strictement croissante sir >0
— Constante sir =0

— Strictement décroissante sir < (

2.4 Somme des termes

Propriété 3 (Somme des n premiers termes). Pour une suite arithmétique (u,) :

Ug + Uy,
2

Sn:uo—i-ul—i-uz—i-...—l—un:Zuk:(n+1)><
k=0

Autrement dit : (nombre de termes) x (moyenne du premier et du dernier terme)

Remarque 1. Si la suite commence a uy :

Uy + Uy,

2

Sn:U1+U2+...+un:n><

Exemple 4. 1) Calculer S=1+4+2+3+ ...+ 100
C’est une suite arithmétique de premier terme uy = 1, de dernier terme w00 = 100, avec 100

termes. 1+ 100 101
S =100 x i :100><725O50
2) Calculer S =5+8+ 11+ 144 ... 465
Suite arithmétique de raison r = 3, u; = 5, u, = 65.
D’abord, trouver n : u, =uy + (n — 1)r, donc 65 =5+ (n—1) x 3
60 =3(n—1), doncn—1=20, doun =21

S:21><5+65:21><35:735

2.5 Formule pratique

Propriété 4 (Somme des n premiers entiers).

1+2+3+...—|—n:Zk——
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3 Suites géométriques

3.1 Définition et propriétés

Définition 6. Une suite (u,) est dite géométrique s’il existe un nombre réel q non nul, appelé
raison, tel que pour tout n € N :
Upi1l = q X Uy

Autrement dit : on passe d’un terme au suivant en multipliant toujours par le méme nombre q.
Exemple 5. 1) La suite (u,) définie par ug = 2 et u,41 = 3u, est géométrique de raison q = 3.

Les premiers termes sont : 2,6,18,54, 162, ...

2) La suite (v,) définie par v, =5 x 2™ est géométrique de raison q = 2.

Les premiers termes sont : 5,10, 20, 40, 80, ...

3) La suite (w,) définie par wy = 100 et w,+1 = 0,5w,, est géométrique de raison g = 0,5.

Les premiers termes sont : 100, 50, 25,12,5, 6,25, ...

3.2 Terme général

Propriété 5 (Expression du terme général). Si (u,) est une suite géométrique de premier terme
ug # 0 et de raison q # 0, alors :
Up = Ug X q"

Plus généralement, pour tout p € N :
Up = Up X ¢" 7

Exemple 6. La suite (u,) est géométrique avec uy = 3 et ¢ = 2.
Calculer ug et uqg.
Solution :
Us = Uy X ¢° =3 X 2°=3x32=96
ulOZUOXq10:3X21O:3X 1024 = 3072

3.3 Sens de variation

Propriété 6. Pour une suite géométrique de raison q > 0 et de premier terme ug > 0 :
— St g > 1 : la suite est strictement croissante
— Siq=1 :la suite est constante

— 510 < g <1 :la suite est strictement décroissante

Remarque 2. 57 q < 0, la suite change de signe a chaque terme et n’est ni croissante ni décroissante.

3.4 Somme des termes
Propriété 7 (Somme des n premiers termes). Pour une suite géométrique (u,) de raison ¢ # 1 :
1— qn+1
S, = ug+uy +us + ... Zuk—uox 4

Remarque 3. Si la suite commence a uy :

Sp,=u+us +...+u, =u X
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Exemple 7. 1) Calculer S =1+2+44+ 84 16 + 32 + 64
Suite géométrique de premier terme ug = 1, de raison q = 2, avec 7 termes (den =0 an =6).
1-27 1-—-128 —127
127 1 1
2) Calculer S =3 +6+ 12424+ ... (10 termes)
Suite géométrique de premier terme uy = 3, de raison ¢ = 2, avec 10 termes.

121 1—-1024
S=3x 13 —3><—1:3><1023:3069

3.5 Formule pratique
Propriété 8 (Somme des puissances de q). Pour g # 1 :
n+1

1—q"
l+q+¢ +¢+.. . +¢" —Zq 1-q

4 Suites arithmético-géométriques

4.1 Deéfinition

Définition 7. Une suite (u,) est dite arithmético-géométrique s’il existe deux nombres réels a et
b aveca #0, a# 1 et b+# 0, tels que pour tout n € N :

Upi1 = U, + b
C’est une suite définie par récurrence linéaire d’ordre 1.

Exemple 8. Les suites suivantes sont arithmético-géométriques :
1) up=1 et upy1 =2u, +3 (aveca =2, b=3)
Les premiers termes : 1,5,13,29,61,.
2) vg =10 et v,y = O5vn—|—4(aveca 0,5, b:4)
Les premiers termes : 10,9, 8,5, 8,25, 8,125, .

4.2 Point fixe et suite auxiliaire

Propriété 9 (Point fixe). Soit (u,) une suite arithmético-géométrique définie par u,1 = au, + b.
Le nombre € est appelé point fixe (ou limite) s’il vérifie :

{=al+b
b
On trouve : { = 1o (avec a # 1)

Théoréme 1 (Suite auxiliaire). On pose v, = u, — £ ot { est le point fize.
Alors (v,) est une suite géométrique de raison a :

Un+1 = QUp
D’ot : v, = vg X a" = (ug — £) X a"

Et finalement :
Uy =L+ (ug — £) x a”
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4.3 Meéthode de résolution

Méthode 2 (Résoudre une suite arithmético-géométrique). Pour trouver ['expression de u, dans
une suite Up1 = au, +0b :

b
1—a

1. Calculer le point fize : { =

Poser v,, = u,, — ¢
Montrer que (v,) est géométrique de raison a
Exprimer v, = vy X a™ avec vy = ug — £

En déduire : u, = v, + € =0+ (ug — ) x a”

G e

Exemple 9. Soit (u,) définie par ug =5 et w41 = 2u, — 3.
Déterminer ’expression de u,, en fonction de n.

Solution :

Etape 1 : Point fize

P R
=T, = T =

Etape 2 : Suite auziliaire
Posons v, = u,, — 3
Etape 3 : Montrons que (v,) est géométrique

Un4+1 = Up41 — 3

= (2u, —3)—3
= 2u, — 6

= 2(up — 3)

= 2v,

Donc (vy,) est géométrique de raison q = 2.
Etape 4 : Expression de v,
U0:U0—3:5—3:2

v, = Vg X 2 = 2 x 2" = onHl

Etape 5 : Expression de u,

Up = Uy +3 =271 13

4.4 Sens de variation

Propriété 10. Pour une suite arithmético-géométrique u,.1 = au, + b de point fixe { :
St ug >0 :

— Sia>1:(uy,) est strictement croissante et lim wu, = 400

n—+oo
— Si0<a<1:(u,) eststrictement décroissante et ligl Uy =
n—-+0o0
St ug <l :
— Sia>1":(u,) est strictement décroissante et lir+n Uy = —00
n—-+0o0

— Si0<a<1:(u,) eststrictement croissante et liI+H Uy =L
n—-+0oo

St ug =1L : (uy,) est constante égale a £
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4.5 Limite
Propriété 11. Pour une suite arithmético-géométrique u,.1 = au, +b avec a # 1 :
b
— Sila]<1: lim w,=/¢=
n—-+o0o 1—a

— Sia>1: lim wu, = +00 ou —o0 selon ugy
n—-+o0o

— Sia=—1 :la suite oscille entre deux valeurs

— St a < —1 : la suite diverge en oscillant

Exemple 10. Soit (u,) définie par ug = 20 et u,1 = 0,8u, + 6.
1) Déterminer Z’exgéression éie U,
Point fize : { = 1—08 —@—30
Suite auziliaire : v, = u, — 30
vy, = v X 0,8" = (20 — 30) x 0,8" = —10 x 0,8"
Donc : u, = 30— 10 x 0,8"
2) Sens de variation
Ups1 — Uy = [30 — 10 x 0,8"T1] — [30 — 10 x 0,8"] = —10 x 0,8"(0,8 = 1) =2 x 0,8" >0
La suite est strictement croissante.
3) Limite
Comme 0 <08<1, ona lim 08"=0

n—-+00

Donc : lim wu, = 30
n—-+0o

4.6 Applications

Application 1. Probléme de refroidissement :

Un objet a 80°C' est placé dans une piece a 20°C. Chaque minute, sa température diminue de 10%
de ’écart avec la température ambiante.

La température T, aprés n minutes vérifie :

T =T, — 0,1(T}, — 20) = 0,97}, + 2

avec Ty = 80.

Solution :

C’est une suite arithmético-géométrique avec a = 0,9 et b = 2.
2 2

Point fize : { = =09 = 01 = 20°C (température ambiante)

Suite auziliaire : v, = T,, — 20

v, = (80 — 20) x 0,9" =60 x 0,9"

Donc : T, =20+ 60 x 0,9"

A long terme : lim T, = 20°C

n—-+0o

Application 2. Modéle économique :

Une entreprise a un stock initial de 1000 unités. Chaque semaine, elle vend 40% de son stock et
recoit 300 unités.

Le stock S,, aprés n semaines vérifie :

Spi1 = 0,65, + 300

avec Sy = 1000.
Solution :
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300
1-0,6

300
= 2= = 750
0,4

Point fixe : { =
v, = S5, — 750
v, = (1000 — 750) x 0,6™ = 250 x 0,6™
Donc : S, = 750 4+ 250 x 0,6™

Le stock tend vers 750 unités a long terme.

5 Comparaison et reconnaissance

5.1 Comment reconnaitre le type de suite ?

Méthode 3. Pour déterminer le type de suite :
Suite arithmétique :
— Calculer u, 1 — uy, : si c’est constant = r, la suite est arithmétique de raison r
— Ou vérifier si u, = an + b (forme affine)
Suite géométrique :

Up+1
— Calculer -2+

: st c’est constant = q, la suite est géométrique de raison q
un

— Ou vérifier si u, = a X ¢" (forme exponentielle)
Suite arithmético-géométrique :
— St Upp1 =au, +baveca#0,a#1 etb#0
— Ni arithmétique ni géométrique mais combinaison des deux

Exemple 11. Déterminer la nature des suites suivantes :
1) (uy,) avec ug =5, uy =8, ug = 11, ug = 14
ul—u0:3, UQ—U1:3, U3—U2:3
La suite est arithmétique de raison r =3 et u, =5+ 3n
2) (v,) avec vy =2, v1 =6, vy = 18, v3 =54
v v v
A3 223 2=3
Vo U1 Vo
La suite est géométrique de raison q =3 et v, =2 x 3"
3) (wy,) définie par wo =1 et w,y1 = 3w, — 2
La suite est arithmético-géométrique avec a =3 et b= —2
—2
Point fixe : { = 13~ 1
w, =14 (1 —1) x 3" =1 (suite constante car wy = {)

5.2 Tableau comparatif

Arithmétique

Géomeétrique

Arithmético-géom.

Définition

Uptl = Up + 7T

Un+1 = qUp

Upy1 = AUy + b

Terme général | u, = ug + nr Uy, = Upq" Up =€+ (up — £)a™
o un+1 . b
Parameétre = Upi1 — Up = Point fixe ¢ =
Uy, —a
Méthode Directe Directe Suite auxiliaire
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6 Limites de suites

6.1 Suite arithmétique

Propriété 12. Pour une suite arithmétique (u,) de raison r :

— Sitr>0: lim wu, =4oc0
n—-+o0o
— Sir<0: lim wu, =—c
n—-+0o
— Sir=0: lim w, =wuy (constante)

n—-+4o0o

6.2 Suite géométrique

Propriété 13. Pour une suite géométrique (u,) de premier terme ug > 0 et de raison ¢ > 0 :

— Sig>1: lim wu, =400

n—-+4o0o

— Sig=1: lim wu, =wugy (constante)
n—-+0oo

— Si0<g<1: lim u,=0

n——+0o0
— Siq=0 :u, =0 pour tout n > 1
— Si—-1<q¢q<0: lim u,=0
n——+o0o

— S1 g < —1 : la limite n’existe pas

6.3 Suite arithmético-géométrique

Propriété 14. Pour une suite arithmético-géométrique u, 1 = au, +b :

b
— Silal <1: lim u,=/¢=
n—-+o0o l1—a
— Sia>1etuy>¥¢: lim u, =+
n—4oo
— Sta>1etug</: lim wu, =—00
n——+0o0

— Sia < —1 : la limite n’existe pas

7 Tableaux récapitulatifs

7.1 Formules essentielles

Suites arithmétiques

Relation de récurrence

Upt] = Up + T

Terme général

Uy, = Ug + NT

Raison 7= Upt1 — Up

Somme Sp=(n+1)x il —5 tn
1

Cas particulier 1424...4+n= n(n2+ )
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Relation de récurrence

Up+1 = q X Up

Terme général

Uy = Uy X q"

Uy,

Raison = —ntl

Uy

1— n+1
Somme Sn = ug X Rl S

l—gq
1— qn+1
Cas particulier l4+q¢g+¢P+... +¢" = —
-9

Suites arithmético-géométriques

Relation de récurrence

Upi1 = U, + b

Point fixe

Suite auxiliaire

Uy, = Uy, — £ (géométrique de raison a)

Terme général

Up =0+ (ug — ) x a”

Limite (si |a| < 1)

lim wu, =/
n——+00




