Limites de fonctions M.Rolet

1 Limite d’une fonction en un point

1.1 Définitions

Définition 1 (Limite finie en un point). Soit f une fonction définie au voisinage d’un réel a (sauf
peut-étre en a).
On dit que f admet pour limite le réel € en a si f(x) se rapproche de ¢ quand x se rapproche de

a.
On note : lim f(z) =/
r—a
Définition 2 (Limite infinie en un point). On dit que f admet pour limite +0c0 (respectivement —oo)
en a si f(x) devient aussi grand que l'on veut (respectivement aussi petit que l'on veut) quand x se
rapproche de a.
On note : lim f(z) = 400 (ou —o0)
r—a

Exemple 1. — lin%(?)x +1)=7
T—
1
— lim — = +o0
z—0 12
— lin% In(x — 1) n’eziste pas (ou = —oc0 six — 17)
Tr—r

1.2 Limite a gauche et a droite

Définition 3. — lim f(z) = ¢ signifie que f(x) tend vers € quand z tend vers a par valeurs
Tr—a~

inférieures (a gauche)
— lim+ f(z) = € signifie que f(x) tend vers € quand x tend vers a par valeurs supérieures (a
Tr—a

droite)

Théoréme 1. lim f(z) = ¢ si et seulement si lim f(x) = lim f(z) =/
z—a z—a~ z—a’t

1
Exemple 2. Pour f(x) = — :
T

o1

— lim — = —o0
=0~ T

— lim — =+
=0t T

.1 :
— lim — n’existe pas
z—0 I

2 Limite d’une fonction a I’infini

2.1 Définitions

Définition 4 (Limite finie en +00). On dit que f admet pour limite le réel { en 400 si f(x) se
rapproche de ¢ quand x devient aussi grand que [’on veut.
On note : xll)riloof(x) =/
Définition 5 (Limite infinie en +00). On dit que f admet pour limite +00 (ou —o0) en +00 si f(x)
devient aussi grand (ou aussi petit) que l'on veut quand x devient aussi grand que l’on veut.
On note : lirll f(z) = 400 (ou —0)
T—r+00
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Remarque 1. Les définitions sont analogues pour les limites en —oo.

1
Exemple 3. — lim — =0

r—+00 I

— lim €* =400
Tr—+00

— lim 2? =+
T—r—+00

— lim =0
r—r—00

3 Limites des fonctions usuelles
3.1 Fonction polynéme
Propriété 1. Pour une fonction polynome P(x) = a,z™ + Ap12" '+ .+ aix+ay avec a, #0 :

lim P(z) = lim a,2"
r—to0 r—t00

La limite en +o0 est déterminée par le terme de plus haut degré.

Exemple 4. — liril (322 — 52 + 1) = +o0 (car 3z% — +00)
T—>+00
— lim (32® =52+ 1) = 400 (car 322 = +00)
T—r—00
— lim (—22° +2) = —o00 (car —22° — —c0)
T—>+00

3.2 Fonction rationnelle
P(z)
Q(x)

Propriété 2. Pour une fonction rationnelle f(x) = ou P est de degré p et Q) de degré q :

— Sz’p<q:rli>rfoof(a:):0

9p
bq
— Sip>q: xll)gloof(x) = +00

— Sip=gq: xgrfoo f(x) = = (rapport des coefficients dominants)

2
Exemple 5. 1) 1121 5x +i)
T—+00 O —

Degrés égaur : p=q=1
2r+3 2

lim =
z—+00 535—21 5
¢+ 1
I
2) Jm 25
p=2<q=3
2+ 1
im =
Tr——+00 31‘3 — 2

ot =2
3)xgr+noo 2 +1
p=3>q=2

3 — 2

0

1m 5 = 400
z—4o0 4 + 1
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3.3 Limites de référence

Fonction En +o0 En —oco
2™ (n pair) +0o0 +00
2™ (n impair) +o0 —00
— 0 0
xn
e’ ~+00 0
In(x) +00 —
NG +00 —

4 Opérations sur les limites

4.1 Somme

sin(x) n’existe pas | n’existe pas
cos(x) n’existe pas | n’existe pas
Fonction | En 07 | En 0~ En 0
1 o
— +00 —00 n’existe pas
x
1
) 400 400 400
x
In(x) —00 — —
e’ 1 1 1
Vv 0 — —
Silim f l +00 | —00
et lim g v +00 | +00 | —00
alors im(f +g) | £+ | 400 | 400 | —00
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Remarque 2. Forme tndéterminée (FI) : +00 — 0o ou —00 + 00
1l faut lever lindétermination par des techniques de calcul.

4.2 Produit

Si lim f (40 ¢>0] 0 | +oo

et lim g 4 +00 | +00 | 400

alors im(f x g) | £ x ¢ | +o0 | FI | 400

Remarque 3. Forme indéterminée (FI) : 0 x co

4.3 Quotient

Si lim f ¢ ( | +o0| 0

et limg |V #0| 400 | +0| 0

l
alors limi — 0 FI | FI
gl v
y . oo 0
Remarque 4. Formes indéterminées (FI) : — et 0
00

4.4 Composition

Théoréme 2 (Limite d’une fonction composée). Si lim g(x) = b et lirri fz)=2¢, alors :
r—a T—r

lim f(g(x)) = ¢

r—ra

Exemple 6. Calculer lim e™*

T—r+00
Posons g(x) = —z, donc liril g(x) = —o0
T—r+00
Et lim e =0
T—r—00

Donc lim e * =0
Tr—+00

5 Levée des formes indéterminées

L .. 00
5.1 Forme indéterminée —
00

Px)

Meéthode 1 (Fonction rationnelle). Pour calculer lim

x—+00 Q(l’)

1. Factoriser par le terme de plus haut degré au numérateur et au dénominateur
2. Simplifier

3. Calculer la limite
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32 —bxr+1
E le 7. Calculer lim =—/————
xemple acuter x—1>I—&I-loo 21:2 TP 3

302 —br + 1 . ?(B-324 %)
m —— = m
z—too 202+ —3  z—+too x2(2+§—%)
3_§_|_L
= lim S
~3-0+40 3
C240-0 2

5.2 Forme indéterminée +o0o — 0o

Méthode 2 (Avec racines carrées). Pour lever une indétermination du type VA—-+/B :
1. Multiplier et diviser par Uezpression conjuguée /A + /B
2. Utiliser 'identité remarquable : (a — b)(a + b) = a® — b?

3. Simplifier et calculer la limite

Exemple 8. Calculer lim (Va?+x —x)

T—r+00

hm(%ﬁiz—xy—hm(VP:E—xX%F1E+@

T——400 T——+00 N

R i N e
= lim ————
a—+00 \/x2 + x +
) x
= lim

zotoo \/x?2 + x4

On factorise par x :

= lim *
1
= lim
1 1

5.3 Forme indéterminée 0 X oo

0 00
Méthode 3. Transformer le produit en quotient pour obtenir une forme 0 ou —.
00

Exemple 9. Calculer lim xe™*

T—+00
. _ . x o
lim ze™® = lim — (forme —)
T—+00 r—+oo e¥ o0
. P . X
Par croissances comparées : lim — =0

r—+o00 e¥

Donc lim ze ™ =0
Tr——+00
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6 Limites remarquables

6.1 Croissances comparées

Théoréme 3 (Croissances comparées). Pour tout entiern > 1 :

T

€ — lim z"e* =0

— lim In(z) -0 — lim 2"In(z) =0
z—4oc0 " z—0t

— lim — =0 — lim zln(x) =0
z—+oo ¥ z—0t

Remarque 5. Ces limites traduisent que :
— L’exponentielle croit plus vite que toute puissance

— Le logarithme croit moins vite que toute puissance

6.2 Limites autour de 0

Théoréme 4. — lim M =1
z—0 x
et —1
— lim =1
x—0 x
In(1
ST U )
x—0 x

7 Asymptotes
7.1 Asymptote verticale
Définition 6. La droite d’équation x = a est une asymptote verticale a la courbe de f si :

lim f(x) =400 ou lim f(z)=+o0

T—a~ r—a™t

Exemple 10. La fonction f(zx) = admet la droite x = 2 comme asymptote verticale car :

. 1
— lim = —00
r—2— T —
1
— lim = 400
z—=2+ L — 2

7.2 Asymptote horizontale

Définition 7. La droite d’équation y = { est une asymptote horizontale a la courbe de f en +o0
(ou —o0) si :
lim f(z)=¢ (ou lim f(z)=1{)

T—r+00 T—>—00
: 2r+1 : :
Exemple 11. La fonction f(z) = 5 admet la droite y = 2 comme asymptote horizontale en
+oo car : 9 .
lim 227 =9

r—t+oo I — 3
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7.3 Asymptote oblique

Définition 8. La droite d’équation y = ax +b est une asymptote oblique a la courbe de f en +o0
(ou —o0) si :
lim [f(z) — (ax +b)] =0

T—r+00

Méthode 4 (Recherche d'une asymptote oblique). Pour trouver une asymptote oblique en +oo :

1. Calculer a = lim M
r—+oo I

2. Calculer b= lim [f(x) — ax]

T—-+00
3. L’asymptote est y = ax + b
2P 4z+1

Exemple 12. Chercher l'asymptote oblique de f(x) = S en +0o.
x

Etape 1 : Calculer a

. f() Pt +1
a= lim — = lim ———
T—+oo I x—400 :E(:L“—i—l)
. 2 +ax+1
= lim —— =

3 1
rT—+o0 T4+ T

Etape 2 : Calculer b
On effectue la division euclidienne : 2> +x+1=(x+1) x x + 1

Donc f(x) =x+ -1

b= lim [f(z)—2z] = lim =0

T—+00 z—4oo x + 1 B

Conclusion : L’asymptote oblique est y = x

8 Applications

3x3 —2x+1

Application 1. Exercice 1 : Calculer llm ———

pp ] w—to0 b3 + 12 — 7
Solution :

Degrés égauz (p = q = 3), donc :

323 —2x+1 3
im ——M— = —
z—too D3 + 22 -7 5§

Application 2. Ezercice 2 : Calculer lim (Va?+ 2z — )

r——+00
Solution :

Forme indéterminée +00 — 0o. On utilise ['expression conjuguée :
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Va2 42z — vz 42
T—+00 T—+00 A/ 12 + 2+
) x? 4 2x — x?
lim ————
ztoo \/12 + 20 o
. 2z
= lim ——
eotoo /32 + 20 + 1
. 2
= lim
TR (1424 1)

. 2 2
= lim —=-=1

Application 3. Ezercice 3 : Calculer lim+xh1(m)
z—0

Solution :
Forme indéterminée 0 x (—o0). On utilise une limite remarquable :

lim zln(z) =0

z—0t

9 Tableau récapitulatif des formes indéterminées

Forme indéterminée Technique de levée
00 . .
— Factoriser par le terme dominant
00
0 . .
0 Simplifier, factoriser
400 — 00 Expression conjuguée, factorisation
0 x oo Transformer en quotient
1%, 0°, oc? Utiliser la fonction In




