Calcul intégral M.Rolet

1 Primitives

1.1 Définition
Définition 1. Soit f une fonction définie sur un intervalle I.
Une fonction F est une primitive de f sur I si :
— F est dériwable sur I
— Pour tout x € I, F'(x) = f(z)
Exemple 1. — Une primitive de f(x) = 2x est F(x) = z*
— Une primitive de f(x) = cos(x) est F(z) = sin(x)
— Une primitive de f(z) = e” est F(x) = e”

Théoréme 1. Si F' est une primitive de [ sur I, alors toutes les primitives de f sur I sont de la
forme :

x—= F(r)+k oukeR

Remarque 1. [l existe une infinité de primitives pour une fonction donnée, mais elles différent
toutes d’une constante.

1.2 Primitives usuelles

Fonction f(z) | Primitive F'(z) | Conditions
k (constante) kx
xn+l
n -1
x i1 n #
1
- In |z| x#0
T
e’ e’
cos(x) sin(x)
sin(x) — cos(z)
1 T
t —+k
o2 (2) an(x) T # 5 + km
1
1 1
x x

1.3 Opérations sur les primitives

Propriété 1. Soient f et g deuz fonctions admettant des primitives F' et G sur I, et k une constante
réelle.
1. Une primitive de f 4+ g est F' + G

2. Une primitive de k X f est k x F
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Exemple 2. Trouver une primitive de f(x) = 3z + 2x — 5.

Une primitive est :
3 2

F(x):3x%+2x%—5x:x3+x2—5x

/
1.4 Primitive de v'e*, — et v/u"
u

Propriété 2. Siu est une fonction dérivable sur I :

1. Une primitive de u'(z)e*® est e*(®)

/

2. Une primitive de (<I)> est In|u(z)| (avec u(x) #0)
u(x

Ay : [w(x)]"*
3. Une primitive de u'(z)[u(z)]" est w1l (avec n # —1)
n
Exemple 3. 1. Une primitive de 2ze* est e car (z2)' = 2z
2. Une primitive de o est In(z? +1) car (22 +1) =2z

3. Une primitive de 2z(z* + 1) est car (2> + 1) =2z

4

2 Intégrale définie

2.1 Définition

Définition 2. Soit f une fonction continue sur un intervalle [a;b] et F une primitive de f sur [a;b].

b
L’intégrale de [ de a a b, notée/ f(z)dz, est le nombre réel :

/ f(x)dz = F(b) — F(a) = [F(2)]"

Remarque 2. — a est la borne inférieure et b est la borne supérieure

— Le résultat ne dépend pas du choizx de la primitive F

b b
— La variable x est muette : / f(x)dx :/ f(t)de

3
Exemple 4. Calculer I :/ 2z dx.

1
Une primitive de f(x) = 2z est F(z) = 2.
Donc :

2.2 Interprétation graphique

Propriété 3 (Aire sous la courbe). Si f est une fonction positive et continue sur [a;b], alors
b

/ f(z)dx représente laire, en unités d’aire, du domaine délimité par :

— La courbe représentative de f

— L’axe des abscisses
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— Les droites d’équation x =a et x =b

Remarque 3. — Si f(z) > 0 sur [a;b], alors / flz)de >0

— Si f(z) <0 sur [a;b], alors/f )dz <0
x)dx

— L’aire est toujours positive :

2.3 Propriétés de I'intégrale

Propriété 4. Soient f et g deux fonctions continues sur |a;b] et k une constante réelle

1. /aaf(x;dx—()

2. /bf(ac) de = — /ba f(z)dx  (inversion des bornes)

Sx/%xf@ﬁm_kx/wﬂ@dx (linéarité)
4/ 2) + gz m_/f m+/”)m (lincarite)
5. / o) de = / () de + / f(@)de (relation de Chasles)
Emmme5smmmmw/j° x—5a/ f )dz =3, caleuler :
/1f dx_/)f dx+/‘f Jdr=5-+3=8
2 [ == [ @y =-s

/3f()dx:3></f dz=3x5=15

0

3 Calcul d’intégrales

3.1 Intégrales usuelles

Exemple 6. Calculer les intégrales suivantes
2

0

‘1
— ~d
2)J /1 x

1
Une primitive de — est In(z) sur ]0; +ool.

J = (@) =In() —In(1) =1 -0 =1

1)[:/:1:2d:v
0

3
Une primitive de x° est 3
P A
13 3 3 3

3
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™

3) K = / sin(z) de

Une primgtive de sin(z) est — cos(x).
K = [—cos(z)]; = —cos(m) — (—cos(0)) = —(—-1)+1=2

3.2 Meéthode par décomposition

Méthode 1. Pour calculer une intégrale compleze :
1. Décomposer la fonction en sommes ou différences de fonctions usuelles
2. Utiliser la linéarité de ['intégrale

3. Calculer chaque intégrale séparément

1
Exemple 7. Calculer I = / (32% 4+ 2z — 1) dx
0

1 1 1
I:/ 3x2dx+/ Qxdx—/ 1dzx
0 0 0

1 1 1
:3/ mgdx+2/ xdx—/ldx
0 0 0

737! 227!
] o[-
3 1o 2 |y ‘

—3x1+2x1 1
n 3 2
=1+1-1=1

3.3 Intégrales avec exponentielle et logarithme

1
Exemple 8. 1) Calculer I :/ e* dw

0
On reconnait la forme v'e* avec u(x) = 2z et u'(x) = 2.
2z

Une primitive de e** est 5

I 62”"1_62 ed  e?—1
12, 2 2 2

2
2
2) Calculer J :/ Y dx

. 241
/
On reconnait la forme L avec u(z) =22 +1 et u'(z) = 2x.

Une primitive est In(z* + 1).

J = [In(z® + 1)}f =In(5) —In(2) = In (g)

4 Valeur moyenne

Définition 3. Soit f une fonction continue sur [a;b].
La valeur moyenne de f sur [a;b] est :

b
uzbia/ f(z)dz
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Exemple 9. Calculer la valeur moyenne de f(x) = x? sur [0;3].

1 3 172371 1 27
h=—- e == |2 =—-Xx—=3
3—-0/, 313], 373

5 Applications

5.1 Calcul d’aires

Application 1. Exercice 1 : Calculer ’aire, en unités d’aire, du domaine délimité par la courbe
de f(x) = 2%, U'aze des abscisses et les droites v =1 et v = 3.

Solution :

f(z) >0 sur[1;3], donc :

3 373
27 1 26
A:/l x2dx:{x—} :§—§:§u.a.

314
Application 2. Ezxercice 2 : Calculer l'aire entre la courbe de f(z) = —x®+4 et 'aze des abscisses
sur [0;2].
Solution :

f(x) >0 sur[0;2] (car —2* +4>0& 22 <4), donc :

2

A= [ (=2 +4)dzx

5.2 Equations avec intégrales

Application 3. Ezxercice 3 : Déterminer la valeur de a (a > 0) telle que / 2xdr = 8.

0
/ 20dx =8
0

Solution :

7] =8
a?—0=38
a’> =8

a=2v2 (cara>0)

5.3 Tableaux récapitulatifs

Intégrales a connaitre
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Fonction Intégrale
b
/ kdx k(b —a)
b n+1 70
/ " dx { ’ }
a n+1],
b
/ e’ dx ]’
"1
/ - dz In(x)],  (a,b>0)
b
/ cos(z) dx [sin(x)]
b
/ sin(x) dx [— cos(z)]




