Intervalles et valeur absolue M.Rolet

1 Les intervalles

1.1 Définitions
Définition 1. Un intervalle est un ensemble de nombres réels compris entre deux bornes.
On distingue :
— Les wntervalles fermés : les bornes appartiennent a [’intervalle
— Les intervalles ouverts : les bornes n’appartiennent pas a l'intervalle

— Les intervalles semi-ouverts (ou semi-fermés) : une seule borne appartient a lintervalle

1.2 Notations

Notation Définition Représentation
[a; 0] {reR|a<x<b} —
a b
la; b {reR|a<z<b} o——o0
a b
@b |{reR|la<z<b)| e—mm7o
a b
|a; b {reR|a<az<b} O
a b
Remarque 1. — Un crochet fermé | ou | signifie que la borne est incluse

— Un crochet ouvert ] ou | signifie que la borne est exclue
— Sur la droite, un point plein e indique une borne incluse

— Sur la droite, un point vide o indique une borne exclue

1.3 Intervalles infinis

Notation Définition Représentation

la;+o00[ |[{zeR|z>a} | e

a
la; 400 | {zeR|x>a} | o—m——
a
| —o0sb] | {reR|x<b} .
b
| —o0;b] | {z€eR|x<b} | e——mo
b

| — 00; +00] R
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Remarque 2. — L’infini (00) n'est pas un nombre réel
— On utilise toujours un crochet ouvert avec +00 ou —oo

— | — 005 +0o0] est l'ensemble de tous les nombres réels, noté R

1.4 Opérations sur les intervalles

Définition 2. Intersection : I N J est l'ensemble des nombres qui appartiennent a la fois a I et a

J.
Réunion : [ U J est l’ensemble des nombres qui appartiennent a I ou a J (ou aux deuz).

Exemple 1. 1) Intersection :
I =[-2;5] et J=[3;8]
InJ =35

InJ

1

S

S
e+
Ch + @
o8 +

2) Réunion :

I =[-2;5] et J =138
TuJ=1[-2;8]

3) Intersection vide :

I =1[-3;2] et J=[5;9]

INJ =0 (aucun élément commun)
4) Réunion non conneze :
I=[-3;2] et J =]4;9]
TuJ=[-3;2[U]4;9]

On ne peut pas simplifier davantage.

1.5 Appartenance a un intervalle

Exemple 2. Soit I = [—2;5].
1)3€17? Oui, car —2<3<5
2) =2 € 1 ? Oui, car —2 est inclus (crochet fermé)
3) 5 €12 Non, car 5 est exclu (crochet ouvert)
4)7€1I? Non, car7>5
5) —=5€ 17 Non, car —5 < —2

2 Valeur absolue

2.1 Définition

Définition 3. La valeur absolue d’un nombre réel x, notée |z|, est sa distance a zéro sur la droite

des réels.

T stx >0
|z| = .
-z stx <0

Exemple 3. — |5| =5 (car5>0)
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— | =3| =3 (car =3 < 0, donc on prend l’opposé)
— [0/=0
=72 =72

B i
31 3
2.2 Propriétés de la valeur absolue

Propriété 1. Pour tous nombres réels a et b :
— |z| > 0 pour tout x € R
— || =0<=2=0
— | =zl =z

— |z x y| = [2] x |y

B L
yl |yl

— |a?] = 2?

— |z|* = a?

Propriété 2 (Inégalité triangulaire). Pour tous nombres réels a et b :

o+ b] < |af + [b]

2.3 Interprétation géométrique

Propriété 3. Pour tout nombre réel a :
|z — a| représente la distance entre x et a sur la droite des réels.

Exemple 4. 1) |z — 3| est la distance entre x et 3
2) |+ 2| = |x — (=2)| est la distance entre x et —2
3) |x| est la distance entre x et 0

3 Equations avec valeur absolue

3.1 Equation |z| =a

Propriété 4. Pour résoudre |x| = a :
Si a <0 : Aucune solution (car |z| > 0 toujours)
Sia=0:2=0

Sta>0:x=aouzx=—a

Exemple 5. 1) Résoudre |x| =5
T=9>0uUT=—9>
S ={-5;5}
2) Résoudre |z| = —3
Impossible car |x| >0

S=0
3) Résoudre |z| =0
=0

S = {0}
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3.2 Equation |az + b| = ¢

Méthode 1. Pour résoudre |ax +b| = ¢ :
Etape 1 : Vérifier que ¢ > 0 (sinon pas de solution)
FEtape 2 : Résoudre les deuxr équations :
—ar+b=c
—ar+b=—c
Etape 3 : L’ensemble solution est la réunion des solutions des deux équations
Exemple 6. 1) Résoudre |2z —3| =7

2v—3=Tou2zrx—3=-7
Premziére équation :

20 —3 =17

2¢ =10

T =295

Deuxiéme équation :
20 — 3= —T7

20 = —4

r=—2

S ={-2;5}

2) Résoudre |3z + 6] =9
3r+6=9o0udxr+6=-9
3r =3 ou 3x = —15
r=1oux=-5

S ={-5;1}

3) Résoudre |v — 4] = 2
r—4=2oux—4=-2
r=06ouxr=2

S ={2;6}

4) Résoudre |5z + 1] = —3
Impossible car |5z + 1| > 0
S=10

3.3 Equation |ax + b| = |cz + d

Méthode 2. Pour résoudre |ax + b| = |cx + d| :
On utilise la propriété : |A| = |B| <= A= B ou A= —-B
Donc on résout :
—ar+b=cx+d

— arx+b=—(cx+d)

Exemple 7. Résoudre |2z — 1| = |z + 3|
Cas1:2x—1=2x+3
r=4
Cas 2 : 2z —1=—(z+3)
2r—1=—-2—-3
3r = —2
2

r=—=

{3
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4 Inéquations avec valeur absolue

4.1 Inéquation |z| <a

Propriété 5. Pour résoudre |z| < a (ou |x| < a) :
St a <0 : Aucune solution (car |z| >0)
Sia>0:—a<z<a,soitx € —a;al
Pour |z| < a avec a >0 : x € [—a;d

Remarque 3. |z| < a signifie que la distance de x 6 0 est inférieure a a.
Donc x est a moins de a unités de 0, c’est-a-dire entre —a et a.

Exemple 8. 1) Résoudre |x| < 3
—3<r<3
S =]-3;3|
2) Résoudre |z| <5
—-5H<zx<h
S = [-5;5]
3) Résoudre |z| < —2
Impossible

S =10

4.2 Inéquation |z| > a

Propriété 6. Pour résoudre |x| > a (ou |x| > a) :
St a <0 : Tout réel est solution, S =R
Si a =0 : Tous les réels sauf 0, S =R* (ou R\ {0})
Sia>0:x<—aouz>a, soit x € — oo; —alU]a; +o00|
Pour |x| > a avec a >0 : x €] — oo; —a| U [a; +00]

Exemple 9. 1) Résoudre |x| > 4
r<—4oux>4
S =| — o0; —4[U}J4; +o0]
2) Résoudre |x| > 2
r< —-2ouzx>2
S =] — o0; —2] U [2; +00]
3) Résoudre |z| >0
Tous les réels sauf 0
S=R* ou S =R\ {0}

4.3 Inéquation |az +b| < c

Méthode 3. Pour résoudre |ax 4+ b| < ¢ avec ¢ > 0 :
lax +b| < c <= —c<ax+b<c
On résout la double inégalité :

— ax+b>—c
—ar+b<c

Puis on fait l'intersection des deux ensembles solutions.
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Exemple 10. 1) Résoudre |2z — 3| <5
—5<2r—-3<5
On ajoute 3 a tous les membres :
—5+3<2xr<5+3
—2<2r <8
On divise par 2 :
-l<z<4
S =]—1;4]
2) Résoudre |3z +6| <9
—-9<3r+6<9
—15<3x <3
—H<r<1
S =[-5;1]
3) Résoudre |z — 4] < 2
—2<r—-4<?2
2<x<6
S =]2;6]

Interprétation : Les nombres dont la distance a 4 est inférieure a 2.

4.4 TInéquation |ax +b| > ¢

Méthode 4. Pour résoudre |ax + b| > ¢ avec ¢ > 0 :
lax +b| > c<=ar+b< —couaxr+b>c
On résout les deux inéquations séparément, puis on fait la réunion.

Exemple 11. 1) Résoudre |2z — 3| > 5
20 —3< -dou2x—3>5
Premiére inéquation :

20 —3 < =5

20 < =2

r < —1

Deuxiéme inéquation :
20 —3>95

2z > 8

x >4

S =] — oo; —1[U]4; +o0]
2) Résoudre |z + 1] > 3
r+1<-3ouzx+1>3
r< —4doux>?2

S =] — oo0; —4] U [2; +00]
3) Résoudre |3z — 6] > 12
3r—6 < —12 ou 3x —6 > 12
3r < —6 ou 3x > 18
r<—-2o0ux>6

S =] — 00; —2[U]6; +o0]

5 Applications
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5.1 Distance entre deux nombres

Application 1. Ezxercice 1 : Déterminer [’ensemble des nombres dont la distance a 5 est égale a
3.

Solution :

La distance de x a 5 est |z — 5.

On résout |v — 5| =3 :

r—5H=3ouxr—5=-3

r=8 oux =2

S = {2;8}

Les nombres 2 et 8 sont a une distance de 3 de .

Application 2. Exercice 2 : Déterminer [’ensemble des nombres dont la distance a —2 est inférieure
ou €gale a 4.

Solution :

La distance de x a —2 est |v — (=2)| = |z + 2|.

On résout |z + 2| <4 :

—4<z+2<4

—-6<xr <2

S = [—6;2]

5.2 Encadrement

Application 3. Ezercice 3 : Résoudre |2x + 1| < 7 et représenter l'ensemble solution.

Solution :

—T<2x+1<7

—8<2r <6

—4<zxr<3

S =|—4;3|
© : : : o
- 2 0 2 3

Application 4. Exercice 4 : Résoudre |x — 3| > 5 et représenter l’ensemble solution.
Solution :
r—3<-bouxr—3>5
r<—-2oux>8
S =] — 00; —2] U [8; +00]

36
o d

2 0 2 J 6

o ¢

6 Tableaux récapitulatifs
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6.1 Intervalles
Notation | Inégalité Type
[a; b] a<x<b Fermé
Ja; o] a<xz<b Ouvert
[a; b a <z <b | Semi-ouvert a droite
Ja; 0] a <z <b | Semi-ouvert a gauche
[a; +o0[ r>a Infini & droite
] — o0; b r<b Infini & gauche

6.2 Equations avec valeur absolue

Equation Solution
|z| = a (avec a > 0) r=aour=-—a
lz| =0 r=0

|z| = a (avec a < 0) Aucune solution

lax +b| =c¢ (avec ¢ > 0) | ar+b=couar+b= —c

|A| = |B| A=BouA=-B
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6.3 Inéquations avec valeur absolue

Inéquation Solution (avec a > 0)
lz] < a —a < x < asoit | —a;af
lz] < a —a <z < a soit [—a;al
lz] > a r < —aoux > asoit | — oo; —a[Ula; +oo]
x| > a r < —aouzx > asoit | — oo;—al U [a; +00]
lax 4+ b|] < ¢ —c<ar+b<c
lax +b] > ¢ ar+b< —couar+b>c

6.4 Meéthode générale

Type

Meéthode

Al = ¢

Résoudre A =cet A = —c

|A] < ¢

Résoudre —c < A < ¢ (double inégalité)

|A| > ¢

Résoudre A < —c ou A > ¢ (réunion)




