Dérivées et Primitives M.Rolet

1 La dérivation

1.1 Nombre dérivé et fonction dérivée

Définition 1 (Nombre dérivé). Soit f une fonction définie sur un intervalle I et a € I.
Le nombre dérivé de [ en a, noté f'(a), est la limite (si elle existe) :

ey — i £ 1) = F@)

h—0 h

St cette limite existe, on dit que f est dérivable en a.

Remarque 1. Le nombre dérivé f'(a) représente :
— Le coefficient directeur de la tangente a la courbe de f au point d’abscisse a

— Le taux de variation instantané de f en a

Définition 2 (Fonction dérivée). Si f est dérivable en tout point de I, on appelle fonction dérivée
de f sur I, notée f', la fonction qui a tout x € I associe le nombre dérivé f'(z).

1.2 Interprétation géométrique

Propriété 1 (Equation de la tangente). La tangente a la courbe représentative de f au point d’abs-
cisse a a pour équation :

y=[f(a)(x—a)+ f(a)

Exemple 1. Soit f(x) = 2. Déterminons ’équation de la tangente au point d’abscisse a = 2.
f'(x) =2z, donc f'(2) =4
f(2)=4
Equation de la tangente : y = 4(x —2) +4 =4z — 4
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1.3 Dérivées des fonctions usuelles

Fonction f(z) Dérivée f'(z) Ensemble de dérivabilité
k (constante) 0 R
x 1 R
z" (n € N¥) nz" ! R
1 1
- _ R*
x x?
1 n .
ﬁ _anrl R
vz 1 10; o]
x — ; 00
2\/ ’
e’ e’ R
1
In(x) - 10; +o00]
T
sin(x) cos(z) R
cos(z) — sin(x) R
t 1+ tan?(x) = ! R\ {5 +kmkeZ
an(x) + tan®(z) = o2 (2) \{§ +km, kecZ}

1.4 Opérations sur les dérivées
Propriété 2 (Somme et produit par une constante). Soient f et g deux fonctions dérivables sur I

et k une constante réelle.
— (f+9)=r+d
— (kfY = kf
— (=9 =1y
Exemple 2. Soit f(z) =3x*+5x — 7
fl(x)=3x2xr+5x1—-0=6x+5
Propriété 3 (Produit). Siwu et v sont deux fonctions dérivables sur I :
(uwv) = v'v + u’
Exemple 3. Soit f(z) = (22 + 1)(2? — 3)
Posons u(x) = 2z 4+ 1 donc v'(z) =2

Posons v(z) = x? — 3 donc v'(z) = 2x
() =2(x* = 3) + (22 + 1)(2z) = 222 — 6 + 42 + 22 = 62° + 20 — 6
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Propriété 4 (Quotient). Siu et v sont deuz fonctions dérivables sur I avec v(x) # 0 sur I :

(u)’ w'v — '
v v?
x+1

Exemple 4. Soit f(x) = 5 définie sur R\ {2}
I E—
Posons u(x) = x4+ 1 donc v/ (z) =1
Posons v(x) =z — 2 donc v'(x) =1
Ix(z—-2)—(z+1)x1 z—-2—-2-1 -3
oy~ LX@=D =) X1 _ _

(x —2)? o (@-2 (z-2p

1.5 Dérivée de fonctions composées
Propriété 5 (Dérivée de u™). Siu est une fonction dérivable sur I et n € 7 :

(u") = nu' x ™!

Exemple 5. Soit f(x) = (2z + 3)°
Posons u(x) = 2z + 3, donc v/(z) = 2
f'(x) =5 x2x (2z + 3)1 =102z + 3)*

Propriété 6 (Dérivées composées usuelles). Siu est une fonction dérivable sur I :

UI

Exemple 6. Calculer les dérivées suivantes :
1) f(x> — €3x+1
u(z) =3x + 1, donc u'(x) =3
f/(l') — 3631+1
2) glx) = In(a? + 1)
u(z) =22+ 1, donc v/'(x) = 2z
J(x) = 2w
2+ 1
3) h(z) =+2x -5
u(z) =2x — 5, donc u'(x) =2

S IR
W) = =5~ Th =

1.6 Lien entre dérivée et variations

Théoréeme 1. Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I.
— Si f'(x) > 0 sur I, alors f est strictement croissante sur I
— Si f'(x) <0 sur I, alors f est strictement décroissante sur [

— Si f'(x) =0 sur I, alors f est constante sur I
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Exemple 7. Etudier les variations de f(x) = 2° — 3z + 2 sur R.
fl(x)=32>-3=3(x*—-1)=3(x —1)(z + 1)
Tableau de signes de f'(z) :

T —00 —1 1 400
r—1 — - 0 +
r+1 - 0 + +
() + 0 - 0 +

f 4 N0 S

2 Les primitives

2.1 Définition
Définition 3. Soit f une fonction définie sur un intervalle I.
Une fonction F' est une primative de f sur I si :
— F' est dérivable sur I
— Pour tout x € I, F'(x) = f(z)

Théoréme 2. Si F' est une primitive de [ sur I, alors toutes les primitives de f sur I sont de la
forme :

Glz)=F(z)+k oukeR
Remarque 2. — La primitive est 'opération tnverse de la dérivation
— 1l existe une infinité de primitives pour une fonction donnée

— FElles different toutes d’une constante
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2.2 Primitives des fonctions usuelles

Fonction f(z) | Primitive F'(x) | Conditions
k (constante) kx
22
x —
2
$n+1
" Z -1
1
— In |z| x#0
x
1 1
x x
\/E % — §x3/2 T 2 0

2\/x x>0

Sl -

cos(x) sin(x)
sin(z) — cos(x)

! tan(zx) x # Z otk
cos?(x) 2

2.3 Opérations sur les primitives
Propriété 7. Soient f et g deuz fonctions admettant des primitives F' et G sur I, et k une constante

réelle.
— Une primitive de f 4+ g est F + G

— Une primitive de kf est kF
= 423 — 62% + 22 — 5.

Exemple 8. Déterminer une primitive de f(x)

4 3 2

T T
Fr)=4x — —6x — +2x — —
(x) X 6><3+ X 5 Sx

=t —22° +2° — bz
La primitive générale est : F(z) = 2* — 223 + 2> —br +k ou k € R
2.4 Primitives de fonctions composées
Propriété 8 (Primitives usuelles avec w). St u est une fonction dérivable sur I :

5
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n+1

7 (avec n # —1)

U
n -+

— Une primitive de u'u™ est
u/

— Une primitive de " est In |u| (avec u #0)

— Une primitive de u'e" est e*

— Une primitive de u' cos(u) est sin(u)

— Une primitive de u'sin(u) est — cos(u)

Ul

2Vu

Méthode 1 (Reconnaitre la forme v’ f(u)). Pour trouver une primitive de ce type :

est \/u (avec u > 0)

— Une primitive de

1. Identifier la fonction "intérieure” u
2. Vérifier que sa dérivée u' apparait (6 une constante pres)

3. Utiliser la formule correspondante

Exemple 9. Déterminer des primitives :
1) fx) = 20(s? + 1)
On reconnait w'u® avec u(x) = 2*> + 1 et v/(x) = 2x

2 1 4
Une primitive est : F(x) = %
322
2 =
) o) = 5

On reconnait — avec u(r) =23 +5 et v'(z) = 32?
u
Une primitive est : G(z) = In |2% 4 5| = In(z* 4+ 5) (car * +5 > 0 pour x > —+/5)
3) h(z) = 6xe>”’
On reconnait u'e* avec u(x) = 3z* et u/(x) = 6z
Une primitive est : H(z) = 3*

x

k(x) = ———
On écrit : k(x) - =
2 2?2 +1

On reconnait avec u(z) =22+ 1 et v/'(z) = 2z

u
2\/u
Une primitive est : K(z) = Va? + 1

2.5 Primitive avec condition initiale

Méthode 2. Pour déterminer LA primitive de f qui vérifie F(zo) = yo -
1. Déterminer la forme générale des primitives : F(x) = ...+ k
2. Utiliser la condition initiale : F(xo) = yo
3. En déduire la valeur de k
4. Ecrire la primitive particuliére
Exemple 10. Déterminer la primitive F' de f(z) = 3z% — 2z + 1 qui vérifie F(1) = 5.
Etape 1 : Forme générale : F(z) = 2° — 2>+ 2+ k
Etape 2 : Condition initiale : F(1) =1—-1+14+k=1+k=5
FEtape 3 : Donc k=4
Etape 4 : La primitive cherchée est : F(z) = 2% — 2 + x + 4
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3 Applications

Application 1. Ezercice 1 : Calculer la dérivée de f(x) = (32% — 1)e®
Solution :
On utilise (uv)' = u'v +uwv’ :
u(r) = 3x? — 1, donc u'(z) = 6z

v(x) =€”, donc v'(x) = €®

f'(x) = 6ze” + (32 — 1)e” = e*(6z + 322 — 1) = e*(32? + 62 — 1)

2x +3

Application 2. Exercice 2 : Déterminer une primitive de f(r) = —————
PP P f(@) 2 +3r+1

Solution :

On remarque que le numérateur est presque la dérivée du dénominateur.
Posons u(z) = > + 3z + 1, donc u/(z) = 2z + 3
/

u
On reconnait —
u
Une primitive est : F(z) = In|z? + 3z + 1|

Application 3. Ezxercice 3 : Etudier les variations de f(z) = x — In(z) sur |0; +-o0].
Solution :

1
f'(z) =l-—=
Sur 0;+oo[ x>0

z—1

— Si0<z<1:f(x)<0, donc f est décroissante
— Siz=1:f(z)=0
— Six>1:f'(x) >0, donc f est croissante

f admet un minimum enx =1 : f(1) =1—1In(1) =1

4 Tableaux récapitulatifs

4.1 Deérivées usuelles

Formules essentielles

Fonction | Dérivée
(u+v) u 40
ku)' ku'
(
(uv)’ w'v + uv'
(u)’ u'v — uv'
v v?
(un)/ nulun—l
(eu>/ uleu
u/
Inu) —
(way | "
ul
!
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4.2 Primitives usuelles

Formules essentielles

Fonction | Primitive
+1
un
u'u"
n+1
u/
— In |u|
U
! u u
u'e e
u’ Vi
U
2\/u
u' cosu sin
' sinu — Ccosu




