Equations de droites et de plans M.Rolet

1 Droites dans le plan

1.1 Repérage dans le plan

- =

Définition 1. Dans un repére orthonormé (O; 1, j) du plan, tout point M est repéré par ses coordon-
nées (x;y) tell :
(x;y) telles que L
OM = xi+yj

1.2 Equation cartésienne d’une droite

Définition 2. Dans le plan muni d’un repére, toute droite (d) admet une équation cartésienne de
la forme :
ar +by+c=0

ot a, b et ¢ sont des nombres réels avec (a,b) # (0,0).

Remarque 1. — Un point M (xo;y0) appartient a la droite (d) si et seulement si ses coordonnées
vérifient l’équation : axg+ byg +c =10
— L’équation cartésienne d’une droite n’est pas unique (on peut la multiplier par un réel non nul)

Exemple 1. 1) La droite (d) d’équation 2z — 3y +1=0

Le point A(1;1) appartient-il a (d) ?

2x1—-3x1+1=2-3+1=0:Oui, A€ (d)

Le point B(0;2) appartient-il a (d) ¢

2x0—-3x2+1=-5%#0:Non, B¢ (d)

2) Les équations x — 2y +3 = 0 et 2x — 4y + 6 = 0 représentent la méme droite.

1.3 Vecteur directeur d’une droite

Définition 3. Un vecteur directeur d’une droite (d) est un vecteur non nul @ paralléle o cette
drotte.

. . (b .
Si (d) a pour équation ax + by + ¢ = 0, alors U ( u ) est un vecteur directeur de (d).

Remarque 2. [I eziste une infinité de vecteurs directeurs pour une droite donnée (tous colinéaires
entre eur).

Exemple 2. Pour la droite (d) : 2z —3y+1=10

Un vecteur directeur est i (;’ (on inverse a et b et on change le signe de l'un)

D’autres vecteurs directeurs : <2>, (:3), etc.

1.4 Vecteur normal & une droite

Définition 4. Un vecteur normal a une droite (d) est un vecteur non nul i orthogonal (perpendi-
culaire) a cette droite.

Si (d) a pour équation ax + by + c =0, alors i <a> est un vecteur normal a (d).

b
Exemple 3. Pour la droite (d) : 2z —3y+1=10
Un vecteur normal est n <_23)

D’autres vecteurs normaux : (—46)’ (_32), etc.
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1.5 Equation réduite d’une droite

Définition 5. Une droite (d) non paralléle a l'aze des ordonnées admet une équation réduite de
la forme :

Yy=mr+p
ol :
— m est le coefficient directeur (ou pente) de la droite
— p est l'ordonnée a lorigine (ordonnée du point d’intersection avec ’axe des ordonnées)
Remarque 3. — Une droite paralléle a l'aze des ordonnées a pour équation x = k (pas d’équation

réduite)

— Une droite paralléle a l'axe des abscisses a pour équation y = p (coefficient directeur m = 0)
Exemple 4. 1) La droite (d) : y = 2x — 3 a pour coefficient directeur m = 2 et pour ordonnée a
l'origine p = —3.

2) Passer de l’équation cartésienne a [’équation réduite :
20 =3y+1=0
—3Jy=—2x-1
= = —|— —
Y733

2 1
Coefficient directeur : m = 3 ordonnée a l’origine : p = 3

1.6 Coefficient directeur et vecteur directeur
Propriété 1. Si une droite admet pour équation réduite y = mx + p, alors :

(1 )
— U (m) est un vecteur directeur

YB — YA
B —TA

— Le coefficient directeur est m = pour deuz points A et B de la droite (avec x4 # xp)

1.7 Droites particuliéres

Type de droite Equation Remarques

Axe des abscisses y=0 Coefficient directeur m = 0
Axe des ordonnées xr=0 Pas d’équation réduite

Paralléle & (Ox) y=p Coeflicient directeur m =0

Paralléle a (Oy) r=k Pas d’équation réduite
Passant par l'origine | y = mx Ordonnée a l'origine p = 0
Premiére bissectrice Yy==x m=1p=0
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1.8 Deéterminer 1I’équation d’une droite

Méthode 1 (Droite passant par deux points). Pour déterminer ’équation de la droite passant par
A(xa;ya) et B(zp;ys) -

Y — Ya

Ip — XA

2. Utiliser l’équation réduite : y = mx + p

1. Calculer le coefficient directeur : m =

3. Remplacer par les coordonnées de A (ou B) pour trouver p

4. Ecrire l’équation finale

Exemple 5. Déterminer [’équation de la droite passant par A(1;2) et B(3;8).
. 8—2 6
‘ ape m=3—7=3
FEtape 2 : y=3x+p
Etape 3 : Avec le point A(1;2) : 2 =3 x 1+ p, doncp=—1

Etape 4 : L’équation de la droite esty =3z —1 ou3z —y —1 =10

1.9 Droites paralléles et perpendiculaires

Propriété 2 (Droites paralléles). Deuz droites (dy) et (d2) sont paralléles si et seulement si elles
ont le méme coefficient directeur.
Si (dy) 1y =myx +py et (dg) 1 y = mox + po, alors :

(dh) [| (d2) <= my = my

Propriété 3 (Droites perpendiculaires). Deuz droites (dy) et (dy) non paralléles aux azes sont per-
pendiculaires si et seulement si le produit de leurs coefficients directeurs vaut —1.
Si (dy) 1y =myx +py et (dg) 1 y = mox + po, alors :
1
(dl)J_(dg)@ml XMy =—1<=myg=——
my
Exemple 6. 1) La droite (dy) : y = 2x + 3 est paralléle a (ds) : y = 2x — 5 car my = mg = 2.
1 1
2) La droite (dy) : y = 3z + 1 est perpendiculaire o (da) : y = —3¢ + 2 car 3 x <—§) = —1.
3) Déterminer [’équation de la droite passant par A(2;1) et perpendiculaire a (d) : y = 2x — 3.
Coefficient directeur de (d) : m = 2

Coefficient directeur de la perpendiculaire : m’' = —3
. 1
Equation : y = —éx +p

1
Passage par A(2;1) : 1= —5 % 2+ p, donc p =2

B 1
Equation :y:—§x+2 ouxr+2y—4=0

2 Droites dans ’espace

2.1 Repérage dans ’espace

Définition 6. Dans l’espace muni d’un repére orthonormé (O;Z,j, E), tout point M est repéré par
ses coordonnées (;y; z) telles que :

— 5 R 5
OM =xi+yj + zk
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2.2 Représentation paramétrique d’une droite

Définition 7. Dans l'espace, une droite (d) passant par un point A(xa;ya;za) et de vecteur directeur
a

i | b | admet une représentation paramétrique :
c

T =xy+ta
(d): Qy=ya+tb teR

z2=2z4+tc
ou t est le parametre.

Remarque 4. — Chaque valeur de t correspond a un point de la droite
— t =0 donne le point A

— La représentation paramétrique n’est pas unique (dépend du point et du vecteur directeur choisis)

2
Exemple 7. 1) La droite (d) passant par A(1;2;—1) et de vecteur directeur @ | —1 | a pour repré-
3
sentation paramétrique :
r=1+2t
(d):y=2—t teR
z=—14+3t

2) Le point B(5;0;5) appartient-il a (d) ¢
1l faut trouver t tel que :

5=14+2t=t=2

0=2—t=t=2
5=—143t=>t=2

Les trois équations donnent t = 2, donc B € (d).

2.3 Droite passant par deux points

Méthode 2. Pour déterminer la représentation paramétrique de la droite (AB) passant par A(z a;ya; z4)
et B(zp;ym; 2B)
B —TA
1. Caleuler AB yp —ya | (vecteur directeur)
ZB T %A

2. Ecrire la représentation paramétrique avec A comme point de référence

Exemple 8. Déterminer la représentation paramétrique de la droite passant par A(1;—2;3) et
B(4;1;0).

4—1 3
ABl1-(-2) | =1 3
0—3 -3

1

On peut simplifier : 4 | 1

-1
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Représentation paramétrique :

r=1+1
(AB) : qy= -2+t teR
z2=3—1

2.4 Positions relatives de deux droites

Propriété 4. Dans l’espace, deux droites (dy) et (ds) peuvent étre :
— Confondues : elles ont tous leurs points en commun
— Paralléles strictes : elles n'ont aucun point commun et leurs vecteurs directeurs sont coli-
néaires
— Sécantes : elles ont un unique point commun

— Non coplanaires : elles ne sont ni paralléles ni sécantes

Méthode 3 (Etudier la position de deux droites). Pour étudier la position de (dy) et (dy) :
1. Vérifier si les vecteurs directeurs sont colinéaires
2. Si oui : droites paralléles ou confondues (vérifier si un point de l'une appartient & l’autre)

3. Si non : chercher un éventuel point d’intersection en résolvant le systéme

3 Plans dans ’espace

3.1 Equation cartésienne d’un plan

Définition 8. Dans l’espace muni d’un repére, tout plan (P) admet une équation cartésienne de
la forme :
ar +by+cz+d=0

ot a, b, ¢ et d sont des nombres réels avec (a,b,c) # (0,0,0).

Remarque 5. Un point M (zo;yo; 20) appartient au plan (P) si et seulement si ses coordonnées
vérifient 'équation : axg + byg + czo +d =0

Exemple 9. Le plan (P) d’équation 2z —y+ 32 —6 =0
Le point A(1;2;2) appartient-il a (P) ?
2% 1—2+43x2-6=2-2+4+6-6=0:Oui, A€ (P)

3.2 Vecteur normal & un plan

Définition 9. Un vecteur normal a un plan (P) est un vecteur non nul 7 orthogonal a toutes les

droites du plan.
a

Si (P) a pour équation ax +by+cz+d=0, alors i | b | est un vecteur normal a (P).
c

Exemple 10. Pour le plan 2r—y+32—6=0

(P)

2
Un vecteur normal est n | —1
3
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3.3 Déterminer I’équation d’un plan

Méthode 4 (Plan défini par un point et un vecteur normal). Pour déterminer [’équation du plan
a
(P) passant par A(za;ya;z4) et de vecteur normal i | b
c
1. Ecrire Uéquation générale : ax + by +cz+d =0
2. Remplacer par les coordonnées de A pour trouver d

3. Ecrire Uéquation finale

Exemple 11. Déterminer [’équation du plan (P) passant par A(1;2;—1) et de vecteur normal
3
n|-—1
2
Equation générale : 3z —y +22+d =0
Passage par A :3x1—-2+2x(=1)+d=0
3—2—-2+d=0,doncd=1
Equation du plan : 3z —y+22+1=0

3.4 Plan défini par trois points
Méthode 5. Pour déterminer ’équation du plan (ABC) passant par A, B et C' :

1. Caleuler AB et AC
2. Un vecteur normal est i = AB A AC (produit vectoriel)

3. Utiliser la méthode précédente avec le point A et le vecteur normal 1

T i)
Remarque 6 (Produit vectoriel). Pour d [ vy | et U | yo |, le produit vectoriel est :
Z1 z9
Y122 — 21Y2
UNU = | 21T92 — T129
T1Y2 — N2

Exemple 12. Déterminer [’équation du plan passant par A(1;0;1), B(2;1;0) et C(0;1;2).
1 -1
AB | 1] eead| 1
—1 1
Ix1—(-1)x1 2
F=ABAAC = [ (~)x(-1)—1x1] =0
Ix1—=1x(-1) 2
1
On peut simplifier : 11 | 0
1
Equation : x4+ 2z +d =0
Passage par A(1;0;1) : 1+ 1+d =0, doncd = —2
Equation du plan : x +z—2=0
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3.5 Plans particuliers

Type de plan Equation | Vecteur normal

Plan (Ozy) z2=0

el
(e

Plan (Oxz) y=0

(]
—_

Plan (Oyz) =0

=
ja)

Eal
=)

Plan paralléle a (Ozy) 2=k

()
[u—

Plan paralléle a (Oxz) y==F

=
(@)

Plan paralléle a (Oyz) r=K
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3.6 Plans paralléles et perpendiculaires

Propriété 5 (Plans paralléles). Deuz plans (Py) et (Py) sont paralléles si et seulement si leurs
vecteurs normaur sont colinéaires.
Si (P):a1x+biy+ciz4+di =0 et (P): asx + boy + coz +dy = 0, alors :

(05} aq
(Pl)”(Pz)‘(:}Hk’GR* by | =k | by
Co C1

Propriété 6 (Plans perpendiculaires). Deuz plans (Py) et (P,) sont perpendiculaires si et seule-
ment si leurs vecteurs normaux sont orthogonauz.

ai 5)
Siny | b1 | et ny | by | sont les vecteurs normauz, alors :
(&1 Ca

(P) L (P) <= nj -ny=0<= ajas + bibs + c1co =0

Exemple 13. 1) Les plans (Py) : 2z —y+32—1=0 et (P) : 4o — 2y + 62 + 5 = 0 sont paralléles
car :

4 2
—2| =2(-1
6 3

2) Les plans (Py) :x+2y —2+1=0 et (P) : 2z —y + 4z — 3 = 0 sont perpendiculaires car :
Ix242x(=1)4+(-1)x4=2-2—-4=—-4+#0
Erreur dans mon calcul. Vérifions : 2 —2 — 4 = —4 # 0, donc ils ne sont pas perpendiculaires.

Pour qu’ils soient perpendiculaires, il faudrait 1 x 2+2 x (=1) + (=1) x ¢ =0, donc ¢ = 0.

3.7 Intersection d’une droite et d’un plan

Méthode 6. Pour déterminer l'intersection d’une droite (d) et d’un plan (P) :

1. Ecrire la représentation paramétrique de (d)

2. Remplacer x, y, z par leurs expressions en fonction de t dans [’équation de (P)
3. Résoudre [’équation en t
4. St solution unique : calculer les coordonnées du point d’intersection
5. Si aucune solution : droite paralléle au plan
6. Si équation toujours vraie : droite incluse dans le plan
r=14+2t
Exemple 14. Déterminer lintersection de la droite (d) :  y=—1+1t et du plan (P) : v +y +
z=3—t
z—5=0.

On remplace dans [’équation du plan :
(1+2t)+(-1+t)+3—-t)—5=0

142t -14+¢t+3—-t—-5=0
2t—-2=0
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t=1

Point dintersection :

r=14+2x1=3
y=—1+1=0
z2=3—-1=2

Le point d’intersection est 1(3;0;2).

4 Applications

Application 1. Ezxercice 1 : Déterminer l’équation de la droite passant par A(2;5) et de coefficient
directeur m = —3.

Solution :

Yy=—3r+0p

Passage par A : 5= -3 x 2+ p, doncp=11

Equation : y= -3z +11 ou 3z +y—11=0

1
Application 2. Exercice 2 : Les droites (di) : y = 2z + 1 et (dy) : y = —3% + 3 sont-elles
perpendiculaires ?
Solution : .
my1 X My = 2 X —5 = -1
Oui, les droites sont perpendiculaires.
=t
Application 3. Ezxercice 3 : Déterminer l'intersection de la droite (d) : < y = 2t et du plan
z=1+t¢

(P):z—y+z=1.
Solution :
t—2t+(1+1¢)=1
t—2t+14+t=1
0=0
L’équation est toujours vraie : la droite est incluse dans le plan.

5 Tableaux récapitulatifs
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5.1 Droites dans le plan

Equation cartésienne | az +by+c¢=0
Equation réduite Yy =mx+p
—b 1
Vecteur directeur 0 ou
a m
a
Vecteur normal i
b
Paralléles miy = My
Perpendiculaires my X my = —1
5.2 Droites et plans dans ’espace
Droite Plan
Equation Paramétrique | Cartésienne ax + by +cz+d =10
a
Vecteur directeur uly —
c
a
Vecteur normal — oy
c
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